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A Eletrodinaˆmica de London e´ revisitada no contexto de duas descric¸o˜es Lagrangianas. As
equac¸o˜es de London descrevem o diamagnetismo extremo, caracter´ıstico dos supercondutores
tipo I. Uma descric¸a˜o Lagrangeana, em um primeiro caso, e´ estabelecida utilizando um
multiplicador de Lagrange a` Lagrangeana de Maxwell, enquanto na segunda descric¸a˜o se
utiliza a Lagrangeana de Proca. Mostramos que existe uma equivaleˆncia entre as duas
Lagrangeanas e discutimos algumas das consequeˆncias dessa equivaleˆncia.
Palavras-chaves: Eletrodinaˆmica; Supercondutor; Equac¸o˜es de London; Fase Su-
percondutora; Comprimento de Penetrac¸a˜o.
London Electrodynamics is revisited in the context of two Lagrangian descriptions. The
London equations describe the extreme diamagnetism, characteristic of superconductors type
I. We look for a Lagrangian description, in a first case using a Lagrange multiplier over
Maxwell Lagrangian, and in a second one, using the Proca’s Lagrangian. We show how the
equivalence between the two Lagrangians is established and discuss some the consequences
of these equivalence.
Keywords: Electrodynamics; Superconductor; London Equations; Supercon-
ducting Phase; Penetration Depth.
I. INTRODUC¸A˜O
O fenoˆmeno da Supercondutividade com-
pletara´, em 2021, 110 anos desde sua desco-
berta com a experieˆncia realizada pelo f´ısico
holandeˆs Kamerling Onnes sobre a resisteˆncia
do mercu´rio a baix´ıssimas temperaturas [1].
Heike Kamerlingh Onnes chefiava o mais
avanc¸ado laborato´rio de criogenia da Europa
no in´ıcio do se´culo XX. A descoberta da su-
percondutividade deveu-se, antes de tudo, a`
capacidade experimental para a liquefac¸a˜o do
he´lio l´ıquido, e em geral, a liquefac¸a˜o dos
chamados “gases permanentes”. O hidrogeˆnio
ja´ havia sido liquefeito no experimento reali-
zado por Sir James Dewar, em 10 de maio
de 1898. A liquefac¸a˜o do he´lio era o pro´ximo
grande passo a ser alcanc¸ado, mas a dificul-
dade de obtenc¸a˜o de amostras puras de he´lio
bem como a pro´pria te´cnica utilizada por De-
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war constituiram uma limitac¸a˜o nos resultados
dos experimentos realizados [2–4].
A primeira liquefac¸a˜o efetiva do he´lio foi
conseguida em 10 de julho de 1908 por Kamer-
ling Onnes e sua equipe, eles alcanc¸aram a tem-
peratura de 4, 25 K (veja a Figura 1). O sucesso
impactante desse experimento [1] rendeu uma
homenagem da equipe do laborato´rio ao Dr.
Heike Kamerlingh Onnes, em seus 40 anos de
seu professorado, em 11 de novembro de 1922
por seu feito em obter o he´lio liquefeito!
Com o domı´nio da te´cnica de criogenia para
obtenc¸a˜o do he´lio l´ıquido, este, por sua vez,
passava a ser utilizado nos estudos experimen-
tais das propriedades ele´tricas de metais. Diga-
se de passagem, o interesse nesses estudos na˜o
iniciou em 1908 como se difunde grandemente,
ao contra´rio, a investigac¸a˜o da relac¸a˜o entre re-
sisteˆncia ele´trica e temperatura foi proclamada
em Leiden num anu´ncio oficial feito por Kamer-
lingh Onnes em 1902 [4, 5].
A evideˆncia da queda brusca da resistivi-
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dade do mercu´rio ocorreu em dezembro de
1911. A descoberta da supercondutividade
dependeu do sucesso das te´cnicas criogeˆnicas,
e ambas foram poss´ıveis no laborato´rio de
baixas temperaturas na Universidade de Lei-
den (Holanda) [1, 3].
FIGURA 1: O gra´fico mais conhecido em super-
condutividade, trata-se do comportamento da re-
sistividade do mercu´rio e sua abrupta queda a`
tempetaura cr´ıtica de 4, 25 K. Figura extra´ıda da
refereˆncia [6].
A primeira guerra mundial tornou muito dif´ıcil
a comunicac¸a˜o entre os cientistas, e as novi-
dades no campo do fenoˆmeno da supercon-
dutividade ficaram restritas a` descoberta de
novos metais e ligas supercondutoras. So-
mente em 1933 surgiria uma descoberta im-
portante para a supercondutividade, o efeito
Meissner-Ochsenfeld. Walther Meissner e
Robert Ochsenfeld verificaram experimental-
mente que os supercondutores eram diamag-
netos extremos, ou seja, na˜o havia campo
magne´tico no interior do metal na fase super-
condutora (T < Tc). Esse comportamento in-
depende da forma como se alcanc¸a a fase super-
condutora [8–10], se baixando a temperatura
primeiro e, em seguida, submetendo a amostra
ao campo magne´tico, ou na ordem inversa.
A revelac¸a˜o do efeito Meissner-Ochsenfeld
[11] encerrou a possibilidade de explicac¸a˜o do
fenoˆmeno da supercondutividade a partir da
concepc¸a˜o apenas de um condutor perfeito com
resistividade nula. As propriedade magne´ticas
de um supercondutor sa˜o, portanto, inteira-
mente distintas daquelas de um condutor per-
feito. Podemos resumir o resultado experimen-
tal estabelecido por Meissner e Ochsenfeld pelo
enunciado a seguir [12]:
“Um metal no estado supercondutor apre-
senta uma densidade de fluxo magne´tico
sempre nula em seu interior.”
Consequentemente, no interior de um metal su-
percondutor (entendido aqui como em sua fase
supercondutora), temos sempre:
B = 0. (1)
Em 1935, surgiu a primeira tentativa bem-
sucedida de descric¸a˜o da fase supercondutora
pelo trabalho dos irma˜os Heinz London e Fritz
London. A medida experimental do compri-
mento de penetrac¸a˜o do campo magne´tico era
tema de trabalho de doutoramento de Heinz
London. A teoria de London, como passou a
ser conhecida [13, 14] tinha como principal ob-
jetivo explicar o resultado experimental para o
efeito Meissner-Ochsenfeld [15–17].
Aspectos interessantes da teoria de London
sera˜o detalhados na primeira sec¸a˜o adiante,
contudo a teoria de London e´ essencialmente
cla´ssica, e na˜o conseguiu responder a questa˜o
sobre como surgiam os superele´trons. Efeitos
quaˆnticos sera˜o levados em conta primeira-
mente pela teoria de Ginzburg-Landau, ou
abreviadamente, Teoria GL, proposta por V.L.
Ginzburg e L.D. Landau em 1950 [18]. A Teo-
ria GL e´ a aplicac¸a˜o da teoria de transic¸o˜es de
fase em 2a ordem de Landau a` supercondutivi-
dade [19], ela introduz um paraˆmetro de or-
dem com dependeˆncia espacial e a descric¸a˜o da
teoria e´ va´lida na vizinhanc¸a da temperatura
cr´ıtica, Tc − T  Tc. Quando a densidade de
superele´trons, ns, atinge seu valor de equil´ıbrio
em todo ponto no supercondutor, a Teoria GL
reduz-se a`s equac¸o˜es de London [20].
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A resposta sobre a natureza dos eletro´ns
supercondutores, ou seja, sobre o mecanis-
mo microsco´pico da supercondutividade, teria
que aguardar ate´ 1957, com o surgimento
da primeira teoria quaˆntica bem-sucedida a
fornecer uma explicac¸a˜o para o fenoˆmeno da
supercondutividade com os pares de Cooper:
a teoria BCS, de J. Bardeen, L. Cooper e R.
Schrieffer, [21, 22, 24]. Essa teoria introduz
novos aspectos a serem considerados na abor-
dagem do fenoˆmeno da supercondutividade,
quando a frequeˆncia esta´ acima da energia de
gap (veja a nota em [23]). A supercondutivi-
dade se revelou, microscopicamente, como um
fenoˆmeno de excitac¸o˜es coletivas (a interac¸a˜o
de pares de Cooper com os fo´nons, as vibrac¸o˜es
da rede cristalina), a teoria BCS [25].
Ainda no mesmo ano 1957, a descoberta
dos supercondutores tipo II e a explicac¸a˜o
de sua estrutura magne´tica pelo trabalho do
f´ısico Alexei A. Abrikosov [26], juntamente com
Lev D. Landau, Vitaly Ginzburg e Zavarit-
sky [27], abrem um campo muito frut´ıfero de
pesquisas em supercondutividade. Os Super-
condutores Tipo II apresentam um compor-
tamento magne´tico diferente do Tipo I, pois
agora o campo magne´tico penetra o material
e o efeito Meissner-Ochsenfeld fica restrito a`
condic¸a˜o H < Hc1. Ademais, a penetrac¸a˜o
do campo no material se manifesta de uma
maneira na˜o-usual, aparecem os padro˜es de
fluxo de vo´rtices (veja a Figura 2 para os com-
portamentos de supercondutor tipo I e II).
FIGURA 2: (a) Magnetizac¸a˜o versus campo magne´tico aplicado para o volume de um supercondutor
exibindo um efeito Meissner-Ochsenfeld perfeito (diamagnetismo perfeito). Um supercondutor com este
comportamento e´ chamado um Supercondutor Tipo I. Acima do campo cr´ıtico Hc a amostra e´ um condutor
normal e a magnetizac¸a˜o e´ muito pequena para ser percebida nessa escala. Perceba que (−4piM) e´ plotado
no eixo vertical: o valor negativo de M corresponde ao diamagnetismo. (b) a curva de magnetizac¸a˜o
supercondutora de um Supercondutor Tipo II. O fluxo comec¸a a penetrar a amostra em um campo Hc1
abaixo do campo cr´ıtico termodinaˆmico Hc. A amostra esta´ no estado de vo´rtice entre Hc1 e Hc2, e tem
propriedades ele´tricas supercondutoras ate´ Hc2. Acima de Hc2 a amostra esta´ no estado de condutor
normal em todos os aspectos, exceto por poss´ıveis efeitos de superf´ıcie. Figura e texto adaptados da
refereˆncia [6].
Os avanc¸os seguintes em supercondutivi-
dade buscaram compostos e ligas com uma
temperatura cr´ıtica de transic¸a˜o a` fase su-
percondutora cada vez mais alta, e´ o campo
da supercondutividade a altas temperaturas
cr´ıticas. Exemplos desses compostos sa˜o
(LaBa)CuO4, o primeiro composto ceraˆmico
a exibir a supercondutividade em alta temper-
atura, 30 K, descoberto em 1986, ate´ o de
mais alta temperatura ja´ registrada, o com-
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posto Cd5MgO6, a 310 K. Para um levan-
tamento detalhado dos compostos e ligas em
alta temperatura acesse a pa´gina da internet:
http://superconductors.org. A a´rea da su-
percondutividade ja´ conta com 10 preˆmios No-
bel em F´ısica (veja a refereˆncia [27]).
Na sec¸a˜o II deste artigo, revemos a teo-
ria de London no contexto da descric¸a˜o la-
grangiana, focando a fase supercondutora pura.
Uma forma Lagrangeana condicionada e´ pro-
posta, como uma Lagrangeana de London,
e mostramos que ela e´ consistente com as
equac¸o˜es da eletrodinaˆmica de London. Esta
primeira lagrangeana incorpora um multipli-
cador de Lagrange associado a um v´ınculo a`
eletrodinaˆmica de Maxwell acoplado a` corrente.
Por sua vez, na sec¸a˜o III, abordamos a segunda
densidade de Lagrangeana, a Lagrangeana de
Proca, que descreve “fo´tons” massivos, mas
agora voltada aos superele´trons. A relac¸a˜o en-
tre as duas descric¸o˜es e´ discutida no momento
seguinte com um levantamento de implicac¸o˜es.
Abordagens alternativas para as equac¸o˜es de
London sa˜o discutidas na sec¸a˜o IV. Ao final
colocamos algumas observac¸o˜es na sec¸a˜o V.
II. A ELETRODINAˆMICA DE LONDON
A eletrodinaˆmica de London constitui uma
extensa˜o linear ad-hoc da eletrodinaˆmica de
Maxwell [28] (em unidades gaussianas),
∇ ·D (r, t) = 4piρ (r, t) , (2)
∇ ·B (r, t) = 0, (3)
∇×E (r, t) + 1
c
∂B (r, t)
∂t
= 0, (4)
∇×H (r, t)− 1
c
∂D (r, t)
∂t
=
4pi
c
J (r, t) , (5)
de maneira a descrever o fenoˆmeno da super-
condutividade a partir do diamagnetismo per-
feito como expresso pela Eq.(1).
Vamos fazer uma breve digressa˜o sobre
a abordagem que adotaremos para o mode-
lo do diamagnetismo perfeito. Como esta-
mos interessados na distribuic¸a˜o espacial da
induc¸a˜o magne´tica, B, a partir das equac¸o˜es
de London, consideramos que o metal do mate-
rial supercondutor e´ na˜o-ferromagne´tico e na˜o-
magne´tico, ou seja, a permeabilidade relativa
e´ µr = 1, e que o material ao ser submetido a`
induc¸a˜o magne´tica externa, responde com uma
induc¸a˜o magne´tica oposta devida a`s correntes
de blindagem (induzidas), produzindo assim o
cancelamento de B no interior do supercondu-
tor (veja a subsec¸a˜o 2.2.2 e o apeˆndice A da
refereˆncia [12] para maiores detalhes). Se es-
tive´ssemos interessados no estudo da energia de
magnetizac¸a˜o e do campo de demagnetizac¸a˜o,
seria mais apropriada a abordagem do diamag-
netismo de volume [12].
Os irma˜os Heinz e Fritz London propuseram
em 1935 [13] duas equac¸o˜es adicionais, que em
conjunto com as equac¸o˜es de Maxwell descre-
vem as propriedades eletromagne´ticas de um
supercondutor [12, 20, 29] (veja a nota em [30]),
expressas como segue,
E =
∂ΛJs
∂t
, (6)
B = −c ∇× ΛJs, (7)
com o paraˆmetro fenomenolo´gico Λ dado por
Λ =
m
ns e2
, (8)
onde m e´ a massa do ele´tron, e e´ a carga do
ele´tron, e ns e´ a densidade de superele´trons.
A Eq.(6) descreve a propriedade de re-
sisteˆncia nula em um supercondutor, enquanto
que a Eq.(7) descreve o diamagnetismo. A den-
sidade de superele´trons ns compo˜e com a den-
sidade de ele´trons normais, nN , a densidade to-
tal de ele´trons livres n = nN + ns. Admitimos
tambe´m, em conformidade com a abordagem
acima descrita, que as correntes no metal afe-
tam B, mas na˜o H e, por isto a Eq.(5) pode
ser substitu´ıda por:
∇×B− 1
c
∂D
∂t
=
4pi
c
Js, (9)
Ademais, a variac¸a˜o temporal da corrente de
deslocamento so´ e´ compara´vel a Js quando
os campos flutuam rapidamente com o tempo
(veja a nota em [30]), logo (9) reduz-se a,
∇×B = 4pi
c
Js. (10)
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A Eq.(7) e´ uma consequeˆncia da Lei de Faraday
em (4) com a equac¸a˜o de London em (6).
FIGURA 3: O comportamento de decaimento ex-
ponencial do campo magne´tico ao penetrar o ma-
terial. Figura adaptada da refereˆncia [15].
Um condutor perfeito pensado como um
ga´s de ele´trons na˜o-interagentes e´ consistente
com a assertiva da Eq.(6), mas na˜o com a
Eq.(7), esta u´ltima e´ pro´pria da corrente de su-
perele´trons. Combinando (7) com (10), tendo
em conta a identidade vetorial ∇ × ∇ × B =
∇ (∇ ·B)−∇2B, obtemos para B,
∇2B = 1
λ2L
B, (11)
com o paraˆmetro λL dado pela relac¸a˜o,
λ2L =
c2
4pi
Λ =
mc2
4pinse2
. (12)
A Eq.(11) e´ o mais importante resultado decor-
rente das equac¸o˜es de London (6) e (7), e
permite analisar o comportamento espacial do
campo magne´tico, por exemplo, na situac¸a˜o
de um campo magne´tico, B (x), paralelo a` su-
perf´ıcie da material. A soluc¸a˜o, tendo em conta
as condic¸o˜es de contorno B (x = 0) = B0 e
B (x→∞) = 0, e´ neste caso,
B (x) = B0 e
−x/λL , (13)
onde x e´ medido a partir da superf´ıcie e λL
e´ o comprimento de penetrac¸a˜o caracter´ıstico
da material. Assim, podemos afirmar que o
campo magne´tico e´ blindado no material apo´s
o comprimento de penetrac¸a˜o λL.
A determinac¸a˜o de λL depende da estima-
tiva de ns que, por sua vez, pode ser con-
seguida identificando-a com a densidade efe-
tiva de ele´trons de conduc¸a˜o nas medidas de
impedaˆncia de superf´ıcie do comprimento de
penetrac¸a˜o no estado normal.
Uma predic¸a˜o teo´rica t´ıpica para λL e´ da or-
dem de 200 A˚, enquanto que os valores experi-
mentais de λL para amostras puras sa˜o da or-
dem de 500 A˚ para T  Tc. Essa discrepaˆncia
se explica por uma eletrodinaˆmica na˜o-local em
amostras supercondutoras puras. O resultado
de London, decorrente de uma eletrodinaˆmica
local, e´ consistente com os resultados experi-
mentais para amostras supercondutoras cujos
livres caminhos me´dios sejam curtos (veja a
Tabela I). A diferenc¸a observada entre teoria
e experimento foi explicada pela primeira vez
por Sir Alfred Pippard [32]. Em 1953, Pip-
pard publicou sua eletrodinaˆmica na˜o-local em
analogia a` proposta de generalizac¸a˜o na˜o-local
da lei de Ohm estabelecida por Chambers.
A teoria de Pippard se baseou no conceito
de comprimento de coereˆncia, ξ0, a partir da
considerac¸a˜o que a func¸a˜o de onda para a fase
supercondutora deveria possuir uma dimensa˜o
caracter´ıstica, uma vez que apenas ele´trons
com energia de Fermi da ordem de KTc de-
sempenhariam papel relevante para a super-
condutividade. O comprimento de coereˆncia,
ξ0 poderia ser estimado, enta˜o, do princ´ıpio de
incerteza de Heisenberg. Na˜o discutiremos aqui
os resultados de Pippard [33], pois foge ao es-
copo do presente trabalho.
Assim, embora na fase supercondutora tipo
I, a ocorreˆncia do efeito Meissner-Ochsenfeld
defina o supercondutor como um diamagneto
extremo, em experimentos o campo magne´tico
penetra o material numa distaˆncia dada pelo
paraˆmetro λL, o comprimento de penetrac¸a˜o
de London (veja a Figura 3). Esses fatos ex-
perimentais caracterizam o comportamento dos
materiais designados por Supercondutores Tipo
I [20, 34], e valem tambe´m para os Supercon-
dutores Tipo II quando o campo magne´tico
H < Hc1 [12].
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TABELA I: Valores teo´ricos e experimentais para o comprimento de penetrac¸a˜o de London λL de alguns
metais e a comparac¸a˜o com o comprimento de coereˆncia de Pippard, e outras razo˜es entre estas grandezas.
Figura extra´ıda da refereˆncia [7].
Portanto, a eletrodinaˆmica de London
decorre da hipo´tese fundamental que o dia-
magnetismo perfeito e´ a condic¸a˜o essencial jus-
tificando a persisteˆncia da corrente supercon-
dutora no material, ao inve´s, como defendia
Born e Heisenberg [25], da hipo´tese que uma
corrente metaesta´vel persistiria independente-
mente de um campo magne´tico aplicado.
III. DESCRIC¸O˜ES LAGRANGEANAS
DA ELETRODINAˆMICA DE LONDON
Nosso objetivo e´ estabelecer as equac¸o˜es
de London (6) e (7) a partir de uma den-
sidade de Lagrangiana apropriadamente con-
stru´ıda. Uma vez que, consideramos ape-
nas a descric¸a˜o da fase supercondutora e,
portanto, na˜o estamos analizando propria-
mente a transic¸a˜o entre fase normal e fase su-
percondutora (ou vice-versa) no material, o
que necessariamente envolveria a dependeˆncia
com a temperatura, podemos reduzir a abor-
dagem a uma descric¸a˜o Lagrangeana usual
(puramente eletrodinaˆmica), dispensando as-
sim a utilizac¸a˜o da energia livre de Helmholtz,
F (B,T).
Utilizaremos a formulac¸a˜o covariante na
abordagem da equivaleˆncia de descric¸o˜es en-
tre as densidades de Lagrangeanas de London
e de Proca, pois essa escolha facilitara´ o es-
tudo comparativo entre as duas descric¸o˜es. A
supercondutividade na˜o e´ um fenoˆmeno rela-
tiv´ıstico e poderia, em tese, ser descrito pela
Mecaˆnica Quaˆntica na˜o-Relativ´ıstica, mas as
caracter´ısticas da supercondutividade se reve-
laram como uma manifestac¸a˜o de sistema de
muitos corpos (um condensado, mas precisa-
mente). O fenoˆmeno da supercondutividade
se mostrou desafiador aos f´ısicos em suas bus-
cas para estabelecer uma teoria a partir de
primeiros princ´ıpios, e foram necessa´rios 46
anos apo´s a sua descoberta com Kamerling
Onnes para que surgisse a teoria BCS.
A. Descric¸a˜o Lagrangeana da
Eletrodinaˆmica de London
Na formulac¸a˜o covariante, a dinaˆmica de um
campo eletromagne´tico e´ descrita por uma den-
sidade de Lagrangiana em termos do tensor de
campo eletromagne´tico Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,
onde Aµ e´ o quadripotencial eletromagne´tico,
Aµ ≡ (A0,A) . (14)
A densidade de corrente, J, passa a ser com-
posta por duas partes, uma densidade de cor-
rente normal, JN , associada a nN , e outra a`
densidade de superele´trons, Js, associada a ns.
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A expressa˜o para Fµν em forma matricial e´,
Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ,
=

0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By
Ey Bz 0 −Bx
Ez −By Bx 0
 . (15)
As equac¸o˜es de Maxwell, ou seja, da
eletrodinaˆmica cla´ssica, se escrevem em forma
covariante como,
∂µF
µν =
4pi
c
Jν , (16)
∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0, (17)
com a primeira equac¸a˜o obtida da densidade de
Lagrangeana abaixo [28],
LM [Aµ] = − 1
16pi
FµνF
µν − 1
c
JµAµ . (18)
A segunda equac¸a˜o, (17), na˜o decorre de (18),
constitui uma identidade. As equac¸o˜es (16) e
(17) esta˜o definidas no sistema gaussiano [28].
Propomos agora o v´ınculo a seguir,
Γ (Aµ) =
(
1
c
Aµ + ΛJs µ
)(
1
c
Aµ + ΛJµs
)
= 0 .
(19)
Incorporando (19) com o multiplicador de La-
grange χ a` Lagrangeana de Maxwell em (18)
alcanc¸amos a Lagrangeana de London, LL,
LL [Aµ, χ] = LM + χ Γ (Aµ) ,
ou de outra forma,
LL [Aµ, χ] = − 1
16pi
FµνF
µν − 1
c
JµsAµ
+ χ
(
1
c
Aµ + ΛJs µ
)(
1
c
Aµ + ΛJµs
)
, (20)
com Jµs ≡ (0,Js). Ademais, lembramos que es-
tamos admitindo unicamente a fase supercon-
dutora pura, logo JµN = 0. Nos desenvolvimen-
tos a seguir, ja´ levaremos em conta esse fato.
A variac¸a˜o funcional em primeira ordem da
ac¸a˜o associada, δSL = 0, como estabelecido
pelo Princ´ıpio de Hamilton,
δSL [A
µ, χ] = δ
∫
d4x LL =
∫
dt
∫
d3x LL ,
impo˜e das equac¸o˜es de Euler-Lagrange,
∂LL
∂Aµ
− ∂ν
(
∂LL
∂ (∂νAµ)
)
= 0 ,
que sejam satisfeitas as equac¸o˜es,
(I)
1
4pi
∂αF
αµ +
2
c
χ
(
1
c
Aµ + ΛJµs
)
− 1
c
Jµs = 0 , (21)
(II) Γ (Aµ) = 0⇒
(
1
c
Aµ + ΛJµs
)
= 0. (22)
O v´ınculo que introduzimos em (19) e´, natural-
mente, o resultado por Euler-Lagrange em (22),
que e´ a pro´pria expressa˜o da primeira equac¸a˜o
de London em (6), agora escrita em termos do
quadripotencial Aµ dado por,
1
c
Aµ = −ΛJµs . (23)
Por sua vez, a Eq.(21) pode ser simplificada,
pois seu segundo termo, de acordo com a
Eq.(22), e´ nulo, consequentemente,
∂αF
αµ =
4pi
c
Jµs . (24)
A equac¸a˜o acima resgata a lei de Ampe`re para
a supercorrente, Jµs , em (10), enquanto que da
lei de Faraday e da primeira equac¸a˜o de London
retomamos a segunda equac¸a˜o de London em
(7). Naturalmente, estamos levando em conta
que a contribuic¸a˜o devida a` corrente de deslo-
camento e´ desprez´ıvel (veja maiores detalhes
nos comenta´rios da nota [31]).
Vamos explicitar os termos na Lagrangeana
em (20) para investigar o v´ınculo χ,
LL [Aµ, χ] = − 1
16pi
FµνF
µν − 1
c
JµsAµ
+
1
c2
χ AµA
µ +
2
c
(χΛ) JµsAµ
+ χ Λ2 Js µJ
µ
s . (25)
O u´ltimo termo na Lagrangeana acima e´, para
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todos os efeitos, um termo constante. Com
isso, podemos construir uma densidade de La-
grangeana modificada, descartando esse termo
constante, uma vez que o mesmo na˜o afeta as
equac¸o˜es dinaˆmicas, assim,
L′L [Aµ, χ] = −
1
16pi
FµνF
µν +
1
c2
χ AµA
µ
− 1
c
(1− 2χΛ) JµsAµ . (26)
Temos, enta˜o, a escolha de tornar nulo o u´ltimo
termo em (26), definindo χ como,
χ = (2Λ)−1 =
c2
8piλ2L
. (27)
A forma final da Lagrangeana L′L e´ enta˜o,
L′L [Aµ] = −
1
16pi
FµνF
µν +
1
8piλ2L
AµA
µ . (28)
Na pro´xima subsec¸a˜o, mostraremos que a
teoria de London pode, tambe´m, ser alcanc¸ada
a partir de uma densidade de Lagrangeana de
Proca e, em seguida, como a Lagrangeana em
(28) se relaciona com a de Proca.
B. A Lagrangiana de Proca para a Teoria
de London
Em um artigo de 1935 [35, 36], Hideki
Yukawa lanc¸ou a hipote´se de um mediador
massivo para a interac¸a˜o nuclear forte em es-
treita analogia com o fo´ton da interac¸a˜o eletro-
magne´tica. A raza˜o de uma massa para o me-
diador da interac¸a˜o nuclear forte e´ seu curto
alcance (ate´ 15 fm) comparado ao da interac¸a˜o
eletromagne´tica (infinito). Esse mediador, ini-
cialmente denominado como me´sotron, passou
a ser designado por me´son e teve sua existeˆncia
comprovada em 1947 atrave´s dos experimentos
com os raios co´smicos conduzidos pela equipe
de Bristol, da qual fazia parte o f´ısico brasileiro
Ce´sar Lattes [37]. Em 1949, Yukawa foi agra-
ciado com o Preˆmio Nobel de F´ısica, e Cecil
Frank Powell, o chefe da equipe de Bristol, com
o Preˆmio Nobel de F´ısica de 1950.
Uma das descric¸o˜es para o campo do me´son
foi estabelecida em (1936) por Alexandru Proca
[38–40]. Ele propoˆs uma equac¸a˜o para descre-
ver o campo bosoˆnico vetorial massivo, esten-
dendo as equac¸o˜es de Maxwell ao contexto da
Teoria Quaˆntica de Campos atrave´s de uma
densidade de Lagrangeana relativ´ıstica com um
termo de massa.
O nome de Proca foi citado por Wolfgang
Pauli em sua palestra do Preˆmio Nobel, em 13
de dezembro de 1946, como o autor da equac¸a˜o
que descreve campos bosoˆnicos massivos, e a
Lagrangiana associada foi denominada, a partir
de enta˜o, por Lagrangiana de Proca.
Nosso objetivo e´ mostrar que a supercon-
dutividade, em seu aspecto eletrodinaˆmico no
contexto das equac¸o˜es de London, pode ser des-
crita tambe´m em termos de uma densidade de
Lagrangeana de Proca, considerando que no
supercondutor os campos sa˜o dotados de uma
massa de “fo´ton” efetiva.
A densidade de Lagrangeana de Proca ori-
ginal tem a seguinte forma [28],
LP [Aα] = − 1
16pi
FαβF
αβ−1
c
AαJ
α
P+
η2
8pi
AαA
α ,
(29)
onde o paraˆmetro η tem dimenso˜es de inverso
de comprimento e e´ o rec´ıproco do compri-
mento de onda de Compton do fo´ton,
η =
mγc
~
. (30)
As equac¸o˜es de movimento de Proca sa˜o:
∂βF
βα + η2Aα =
4pi
c
JαP . (31)
Explicitanto o tensor de campo eletro-
magne´tico, Fβα, em func¸a˜o do quadripotencial,
∂β∂
βAα − ∂α
(
∂βA
β
)
+ η2Aα =
4pi
c
JαP ,
e considerando o calibre de Lorentz, ∂µA
µ = 0,
resulta
∂β∂
βAα + η2Aα =
4pi
c
JαP ,
ou ainda, em termos do potencial vetor,
4A− 1
c2
∂2A
∂t2
− η2Aα = −4pi
c
JαP . (32)
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Portanto, a equac¸a˜o dinaˆmica de um campo
massivo, associado a A, na presenc¸a da fonte
JαP . Vamos agora estabelecer a densidade de
Lagrangeana de Proca para um termo de massa
que seja correspondente a η ≡ ηL. Para pro-
ceder a` comparac¸a˜o vamos reescrever a densi-
dade de Lagrangeana de Proca em (29),
LP [Aµ] = − 1
16pi
FµνF
µν +
1
c
AµJ
µ
P
+
ηL
8pi
AµA
µ . (33)
A comparac¸a˜o entre as Lagrangeanas (28) e
(33) revela as identidades:
ηL = λ
−1
L , J
µ
P = 0 . (34)
O paraˆmetro ηL no termo associado a` massa
em Proca, tem dimensa˜o de inverso de com-
primento, e esta´ agora associado ao inverso do
comprimento de penetrac¸a˜o de London, λL.
Numa reinterpretac¸a˜o do resultado em (28),
podemos dizer que a densidade de Lagrangeana
de London, constru´ıda a partir da Lagrangeana
de Maxwell com v´ınculo, constitui uma La-
grangeana de Proca sem fontes.
IV. DEDUC¸O˜ES ALTERNATIVAS
PARA AS EQUAC¸O˜ES DE LONDON
Ate´ a subsec¸a˜o anterior, abordamos as
equac¸o˜es de London considerando a energia
do sistema campo e supercondutor como ar-
mazenada no campo. Assim, constru´ımos den-
sidades de Lagrangeana de campo (London e
Proca) em interac¸a˜o com a supercorrente de
onde seguiu-se as equac¸o˜es de London.
Nesta sec¸a˜o, alternamos a abordagem da e-
nergia para considera´-la como armazenada no
sistema de part´ıculas, ou seja, associada a` cor-
rente dos superele´trons. A Lagrangeana do
sistema de superele´trons na presenc¸a de um
campo eletromagne´tico externo e´,
L˜ = Ks +
e
c
nsvs ·A− eϕ , (35)
onde Ks e´ a energia cine´tica associada aos su-
perele´trons. Ademais, lembramos as relac¸o˜es
entre os campos e os potenciais escalar e vetor,
E = −∇ϕ− 1
c
∂A
∂t
, B = ∇×A . (36)
O ponto de partida e´ o acoplamento mı´nimo,
e para tanto precisamos do momento canoˆnico,
ps cuja expressa˜o da Lagrangiana em (35) e´,
ps j =
∂L˜
∂vs j
= nsmvs j +
e
c
Aj , (37)
com u sendo a velocidade dos superele´trons, ou
ainda reescrevendo (37),
ps = nsmvs +
e
c
A. (38)
Note que ps e´ dependente do calibre, mas o
momento mecaˆnico na˜o.
A. As Equac¸o˜es de London a partir do
Acoplamento Mı´nimo
O v´ınculo em (19), que compoˆs a La-
grangeana de London, tem uma forma co-
variante, mas dependente da escolha de cali-
bre. Para entender a implicac¸a˜o disso, vamos
mostrar como as equac¸o˜es de London seguem
do momento canoˆnico [20, 29].
A densidade de corrente de superele´trons e´,
Js = nsevs , (39)
e com isso a Eq.(38) pode ser reescrita,
ps =
e
c
A + eΛ Js , (40)
com Λ dado por (8). Se impusermos que o mo-
mento canoˆnico seja irrotacional,
∇× ps = 0 , (41)
resgatamos a segunda equac¸a˜o de London em
(7). Por outro lado, efetuando a derivada total
no tempo da relac¸a˜o (40) obtemos,
p˙s ≡ dps
dt
= ns
e
c
[
∇ ·A + ∂A
∂t
]
+ nse
[
∇ · (Λ Js) + ∂ (Λ Js)
∂t
]
. (42)
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Na expressa˜o acima, admitindo que p˙s = 0,
considerando o calibre de Coulomb, ∇ ·A = 0,
e que Js seja estaciona´ria, ∇ · Js = 0, resulta a
primeira equac¸a˜o de London,(6).
Portanto, a constaˆncia no tempo do ve-
tor momento canoˆnico implica na expressa˜o do
v´ınculo (19), mas para conseguirmos a equac¸a˜o
que da´ conta do efeito Meissner-Ochsenfeld pre-
cisamos impor (41). Ademais, o calibre de
Coulomb deve ser escolhido e a Eq.(41) traz
o superpotencial ξ [29],
∇× ps = 0 ⇒ ps = ∇ξ . (43)
A liberdade de calibre que tem A,
A′ = A +∇κ,
pela condic¸a˜o de Coulomb implica da Eq.(38)
que o superpotencial deve satisfazer a relac¸a˜o,
ξ′ = ξ +∇
(e
c
nsκ
)
.
A func¸a˜o κ satisfaz a equac¸a˜o de Laplace, e
∇ · ps = 0, em raza˜o da Eq.(40). O conjunto
de condic¸o˜es envolvendo o calibre de Coulomb e
o superpotencial define a Condic¸a˜o de London.
B. Uma Ana´lise pela Mecaˆnica Quaˆntica
Passamos agora a discutir as equac¸o˜es de
London por argumentos de mecaˆnica quaˆntica
aplicados ao momento canoˆnico. Se arguimos
que ps seja nulo na auseˆncia de um campo
magne´tico aplicado, enta˜o o estado fundamen-
tal tem momento canoˆnico nulo (pelo Teorema
de Bloch, veja a refereˆncia [29, 41]) logo,
〈vs〉 = − e
mc
A . (44)
Se a func¸a˜o de onda dos superele´trons e´ suposta
r´ıgida, ou seja, na˜o e´ modificada pelo campo
magne´tico [25, 29], e mante´m a propriedade do
estado fundamental que 〈ps〉 = 0 enta˜o,
Js = nse〈vs〉 = − 1
cΛ
As . (45)
Decorre enta˜o da relac¸a˜o acima imediatamente
as duas equac¸o˜es de London. Observamos que
p˙s = 0, e´ uma condic¸a˜o menos exigente que
ps = 0. A segunda implica na primeira, mas
na˜o o contra´rio. Embora essa u´ltima tenha
uma justificativa baseada no Teorema de Bloch
[25, 41], a primeira condic¸a˜o conduz a uma ex-
pressa˜o para o campo ele´trico E, que e´ inde-
pendente do calibre, enquanto que a segunda
evidencia a dependeˆncia com o calibre, pois e´
func¸a˜o do potencial vetor, A.
V. ALGUMAS CONSIDERAC¸O˜ES
O primo´rdio da pesquisa em supercondu-
tividade envolveu dois grandes ramos: o ter-
modinaˆmico e o eletrodinaˆmico. A teoria de
dois fluidos de Gorter e Casimir [25] estabele-
ceu um modelo para a descric¸a˜o do comporta-
mento termodinaˆmico do supercondutor, e foi
superada pela teoria de transic¸a˜o de fase de
segunda ordem aplicada a` supercondutividade,
por Ginzburg e Landau, no entorno da tempe-
ratura de transic¸a˜o, a temperatura cr´ıtica, Tc.
A eletrodinaˆmica de Maxwell, como comen-
tamos, na˜o da´ conta da expulsa˜o do fluxo
magne´tico do interior de um metal submetido
a um campo magne´tico, como experimental-
mente observada na fase supercondutora. O
efeito Meissner-Ochsenfeld foi o ponto de par-
tida do trabalho dos London para estender, de
forma ad hoc, a eletrodinaˆmica de forma a de-
screver as propriedades eletromagne´ticas de um
metal em sua fase supercondutora.
Na˜o sendo um teoria de primeiros princ´ı-
pios, a Teoria de London traz uma descric¸a˜o
satisfato´ria em alguns aspectos, mas na˜o ex-
plica a origem dos superele´trons, ta˜o somente
justifica estes a partir da teoria dos dois fluidos,
de Gorter e Casimir. Uma situac¸a˜o em que a
descric¸a˜o de London falha, envolve o problema
de interface com coexisteˆncia das fases super-
condutora e normal em um metal [20]. Ade-
mais, como citado na introduc¸a˜o, a previsa˜o
teo´rica para o comprimento de penetrac¸a˜o de
London, λL, precisou considerar a correc¸a˜o do
comprimento de coereˆncia, ξ0, devida a Pip-
pard, para um melhor ajuste com os resultados
experimentais.
Para construir o que designamos por densi-
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dade de Lagrangeana de London, incorporamos
um v´ınculo associado a` condic¸a˜o ps = 0 para o
momento canoˆnico, ou seja, consideramos como
v´ınculo uma relac¸a˜o cuja derivada temporal ja´
conduz a` primeira equac¸a˜o de London. E´ com
esta equac¸a˜o que obtemos a segunda equac¸a˜o
de London, aquela que da´ conta do diamag-
netismo extremo. A Lagrangeana de London
foi estabelecida numa forma explicitamente co-
variante, pois objetivamos a comparac¸a˜o com
a Lagangeana de Proca.
A comparac¸a˜o revelou que a Lagrangeana
de London, como mostrado na subsec¸a˜o 2 da
sec¸a˜o III), e´ uma Lagrangeana de Proca com
fonte nula (JS = 0). Esta mesma comparac¸a˜o
explicitou que a constante de acoplamento do
termo de autointerac¸a˜o em Proca, que involve
a ‘massa do campo massivo’, na eletrodinaˆmica
de London esta´ associado ao inverso do compri-
mento de penetrac¸a˜o de London. Lembramos
que na teoria BCS sa˜o os pares de Cooper que
respondem pela supercondutividade quando se
considera o acoplamento (fraco) na interac¸a˜o
entre ele´trons e fo´nons.
A dependeˆncia com o calibre do termo de
v´ınculo foi considerada nas discusso˜es da sec¸a˜o
(IV), e mostramos la´ que as equac¸o˜es de Lon-
don, para serem alcanc¸adas, deve-se admitir
o calibre de Coulomb, e por conseguinte, a e-
xisteˆncia do superpotencial como consequeˆncia
do momento canoˆnico nulo, o que leva a uma
relac¸a˜o entre a liberdade de calibre e o super-
potencial. Esse ponto e´ importante porque a
argumentac¸a˜o pela Mecaˆnica Quaˆntica permite
inverter a sequeˆncia das equac¸o˜es de London,
colocando a segunda equac¸a˜o em (7) como o
principal resultado e na˜o a primeira equac¸a˜o.
Disto decorre que o ponto de vista do diamag-
netismo extremo e´ o argumento principal para
a supercondutividade, e na˜o a condutividade
infinita, condic¸a˜o esta trazida pela primeira
equac¸a˜o. A sustentac¸a˜o no contexto quaˆntico
da Eq.(6) e´ dependente da escolha de calibre
e essa dificuldade ja´ era percebida por Fritz
London [29]. E´ o Teorema de Bloch aplicado
a` func¸a˜o de onda no estado fundamental que
justifica o resultado para o diamagnetismo ex-
tremo.
Uma investigac¸a˜o posterior do termo de
v´ınculo expresso na forma de um acoplamento
tensorial foi realizada, com o intuito de al-
canc¸armos diretamente a primeira equac¸a˜o de
London, e na˜o a uma equac¸a˜o para qual ainda
deve´ssemos tomar a derivada parcial no tempo.
Mas tal tentativa ainda na˜o se revelou frut´ıfera,
pois, primeiramente, observamos a perda da co-
variaˆncia expl´ıcita do v´ınculo, e depois, porque
o v´ınculo deixa de apresentar uma forma sim-
ples, trata´vel. Entretanto, esta abordagem
constitui uma perspectiva para uma inves-
tigac¸a˜o futura.
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